Fonctions et dérivation
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Bloc 2 Opérations et dérivation

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I.

(u+v) =u +
(uv)’ = v'v + u'’

(ku) = ku'

(E), _ u’vv—zvu (v £ 0)

(u(ax + b)) = a x u'(ax + b)

(eaa:-i-b)/ — aeax+b
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Bloc 3 Tangente a une courbe

L’équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a est :

y = f'(a)(x —a) + f(a)




Fonctions
Bloc 4 Théorémes fondamentaux

— Si une fonction est dérivable sur un intervalle, alors elle est continue sur cet intervalle.

— Si une fonction f est continue et strictement monotone sur [a;b], alors pour tout réel k compris

entre f(a) et f(b), 'équation :

fl@) =k

admet une unique solution dans [a; b]. y
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Bloc 5 Asymptotes horizontales

La droite d’équation y = £ est asymptote horizontale a la courbe représentative de f en 4oco lorsque :

Elle est asymptote horizontale en —oo lorsque :

lim f(x)=1¢

T—>—00

Limites usuelles :

1
lim — =0 (neN

x—+oo "

lim vz = +o00

T—+00

lim 2" = +o0
T—>+00

400 sin pair

lim z" = . .
T —00 —00 sim impair
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La droite d’équation z = x( est asymptote verticale a la courbe représentative de f lorsque :

lim f(z) =+00 ou lim f(z)=—-o0c
T—To T—To
Limites usuelles :
. 1
lim — = +oo
=0T /T
1
m — = 400
z—0+t ™
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Bloc 6 Asymptotes verticales

1 { +o00  sin pair

lim — = . .
z—0— T" —0o0 sl n impair
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Bloc 7 Théorémes de comparaison et des gendarmes

Théoreme de comparaison
Si f(z) < g(x) sur un intervalle de type Ja;+oo] :

Jim g(z)=—co= lm f(z)=-o0

Théoreme des gendarmes

Si:
f(z) <g(z) < h(z)
et si:
AR )= I By =
alors :
lim g(z)="¢
\ T——+00 )

Bloc 8 Composition et convexité

— Si u et v sont dérivables :

(wou) =@ ou) xu
— Une fonction f est :

— convexe 1OI'S(1116 5

f'(x) =0

— concave lorsque :

f'(@) <0

L~ Si f” change de signe en zg, alors le point d’abscisse x( est un point d’inflexion.

Equations différentielles

Bloc 9 Equation différentielle v/ = ay

Les solutions de :

sont les fonctions de la forme :

f(z) = Ke™ (K €R)

Pour toute condition initiale :

f(xo) = o

\il existe une unique solution.




Bloc 10 Equation différentielle y' = ay + b

Les solutions de :

"=ay+b  (a#0)

sont les fonctions de la forme :

axr b
f(z) = Ke .

avec K € R.

Pour toute condition initiale :

f(zo) = w0

&il existe une unique solution.

A retenir

Synthése générale

— Les dérivées usuelles doivent étre connues par coeur.
— La dérivée d’un produit :

(uv)" = v'v + u’

— La dérivée d'un quotient :

(U)’ u'v —v'u
v V2

— Une asymptote horizontale correspond a une limite finie.

— Une asymptote verticale correspond a une limite infinie.

— Le théoreme des gendarmes permet d’obtenir une limite par encadrement.
— La convexité dépend du signe de f”.

— Les solutions de :

Yy =ay
sont de la forme :
KeaiE

— Les solutions de :

y =ay+b
sont de la forme :

Keal _
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Exemples et applications

Exemple 1 Dérivée d’un produit

Soit :
fla) = a?e"
On pose :
u(z) = 22 et v(z) =¢€*
Alors :
W(@)=2x et V(r)=¢€"
Donc :
f(z) = vv+u/
f'(z) = 2ze® + x%e®
"(z) = €°(2® + 2z
/
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Exemple 2 Equation de tangente
Soit :

f(z) =2?

On cherche la tangente au point d’abscisse a = 1.

f(z) =2z

Donc :

L’équation de la tangente est :




Exemple 3 Théoréeme des gendarmes

On cherche :

sin x

lim
T—=>+o00 I

On sait que :

—1<sinz <1
Donc :
1 sinz 1
ap a5 az
Or:
1
lim —=0
T—+00 T
Par le théoréme des gendarmes :
b P2C g
r—+o00 I
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Exemple 4 Convexité
Soit :
f(z) =2® -3z
f'(x) =322 -3
f'(z) =6z

On étudie le signe de f” :

f(x) <0siz<0

f'(z) >0sixz>0
Donc :
— f est concave sur | — o0;0[;
— f est convexe sur |0; +o0[;
— f” change de signe en 0.

Ainsi :

‘ (0;0) est un point d’inflexion




Exemple 5 Equation différentielle

On résout :
y =2y
Les solutions sont :
y(z) = Ke*
On impose :
y(0) =3
Alors :
3=Kel
K=3
Donc :
y(x) = 3e*
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Exemple 6 Equation différentielle avec second membre
On résout :

y =2y+4
Les solutions sont :
4
y(z) = Ke** — B

y(z) = Ke*® — 2

On impose :

y(0) =5
Alors :

5=K -2

K=17
Donc :
y(z) = 7e*® -2
\_ J




