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Exercicel(20pts)

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse. Justifier chaque

réponse. Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point.
On munit 'espace d’un repeére orthonormé
(O; i E) .
(1) On consideére les points A(—1;0;5) et B(3;2; —1).
i. Affirmation 1 : Une représentation paramétrique de la droite (AB) est
r=3-2t

y=2-—t avec t € R.
z=—1+3t

(4 pts)

(4,2,-6).

Une représentation paramétrique de (AB) est donc :
r=-—1+4t
y =2t
z=05—6t

vecteur directeur (—2, —1,3).
1 =
Or (-2,-1,3) = —5(4, 2,—6), donc ce vecteur est colinéaire & AB.

Ainsi, cette représentation paramétrique décrit bien la droite (AB).
Conclusion : ’affirmation 1 est vraie.

Solution : On calcule le vecteur AB = B— A = (3—(=1),2 -0, -1 —5) =

La représentation proposée correspond au point B(3,2,—1) pour ¢ = 0, et a pour

ii. Affirmation 2 : Le vecteur

est normal au plan (OAB).

(4 pts)

(3,2,-1).
Un vecteur normal doit étre orthogonal a ces deux vecteurs.
On calcule :

—

f-OA=5x(=1)+(-2) x0+1x5=-5+0+5=0

Conclusion : ’affirmation 2 est fausse.

Solution : Le plan (OAB) est engendré par les vecteurs OA = (—1,0,5) et OB =

7-OB=5x3+(-2)x2+1x(-1)=15-4—-1=10#£0

Le vecteur 77 n’est pas orthogonal a O_B, donc il n’est pas normal au plan.

(2) On considere :
— la droite d de représentation paramétrique

z=15+k
y=8—k avec k € R;
z=—6+2k
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— la droite d’ de représentation paramétrique

r=1+4s
y=2+4s avec s € R.
z=1-—6s

Affirmation 3 : Les droites d et d’ ne sont pas coplanaires.

Solution : Les vecteurs directeurs sont :
u=(1,-1,2), v=(4,4,-6)

Ils ne sont pas colinéaires.
Cherchons une intersection :

15+k=1+4s

8—k=2+4s

—6+2k=1-6s
On obtient : .
k=4s — 14, k:674s$8$:20=>s:§

5
k=6-—4x2=—4
%3

Vérification OK.
Point d’intersection :

(11;12;—-14)
Les droites sont sécantes donc coplanaires.
Conclusion : ’affirmation 3 est fausse.

(3) On consideére le plan P d’équation (6 pts)
r—y+z2+1=0.

Affirmation 4 : La distance du point C(2; —1;2) au plan P est égale & 2v/3.

Solution : La distance d’un point C(zg,yo, 20) au plan ax + by + cz +d = 0 est :

_awo + byo + c2o + d|

d
va? + b2 +c?

Ici :
g =Dl 6 o

VIE+(C1)2+12 V3

Conclusion : ’affirmation 4 est vraie.
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Exercice2(20pts)
Domaines abordés : géométrie dans 1’espace, plans, droites, volume.
L’espace est rapporté a un repére orthonormé (O; 7, 7, k).

On considere les points suivants :

A(1;3;0), B(-1;4;5), C(0;1;0) et D(-2;2;1).

(1) Montrer que les points A, B et C' déterminent un plan.

®3)
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Solution : Calculons :
AB=(-2:1;5), AC =(-1;-2;0).
Les vecteurs E et E ne sont pas colinéaires, car il n’existe pas de réel k tel que
(=2;1;5) = k(-1;-2;0).

En effet, la troisieme coordonnée donnerait 5 = 0, ce qui est impossible.
Donc les points A, B et C ne sont pas alignés, ils déterminent donc un plan.

Les points A, B, C' déterminent un plan.

Montrer que le triangle ABC est rectangle en A.

Solution : On calcule le produit scalaire :
AB-AC = (—2) x (~1) +1x (-2) +5x0=2—-2+40=0.

Donc ﬁ et @ sont perpendiculaires.
Le triangle ABC' est donc rectangle en A.

ABC est rectangle en A.

Soit A la droite passant par le point D et de vecteur directeur

2
U= |-1

1
i. Démontrer que la droite A est orthogonale au plan (ABC).

Solution : Pour montrer que A est orthogonale au plan (ABC), il suffit de montrer
que son vecteur directeur @ est orthogonal & deux vecteurs non colinéaires du plan

(ABC), par exemple AB et ﬁ
On calcule :

G- AB=2x(-2)+ (1) x14+1x5=—4—145=0,
Z-AC=2x(=1)+(=1) x (=2) +1x0=—-2+2+0=0.

Le vecteur @ est donc orthogonal & zﬁ et a zﬁ, deux vecteurs non colinéaires du
plan (ABC).
Ainsi,

A 1 (ABC).

(2 pts)

(2 pts)

(2 pts)
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ii. Justifier que le plan (ABC) admet pour équation cartésienne

20 —y+2+1=0.

Solution : Puisque A est orthogonale au plan (ABC'), le vecteur
u=(2;-1;1)

est un vecteur normal au plan (ABC).
Une équation cartésienne de (ABC') est donc de la forme

2 —y+2+d=0.

2x1-34+04+d=0 <= 2-3+d=0 << d=1.

Donc une équation cartésienne du plan (ABC') est

|2:r—y—|—z+1:0.|

Comme le point A(1;3;0) appartient au plan, ses coordonnées vérifient I’équation :

iii. Déterminer une représentation paramétrique de la droite A.

Une représentation paramétrique de A est donc :

r=-—-2+4+2t
y=2-—t teR.
z=1+t

Solution : La droite A passe par D(—2;2; 1) et a pour vecteur directeur (2; —1;1).

(4) On appelle H le point de coordonnées

_2.45
373°3)

Vérifier que H est le projeté orthogonal du point D sur le plan (ABC).

Solution : Il faut vérifier que :
— H e (ABC),
— H e A,avec A L (ABC).
1. Vérifions que H € (ABC).
On remplace dans I’équation du plan :

2 4 5

w| ot

3/ 3 3 3 3 3 3 3

Donc H € (ABC).
2. Vérifions que H € A.

Sur A,
p==220; y=2=8 z=L1:h

4 4
2(——)——+—+1:————+§+1:—§ 5.3 0,
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2
Sit= —, alors

4 2 2 4 2 5
:—2 - = —= :2——:—, :]. B =Tk
* t3=-3 ¥ 3=y fT1t373
On retrouve bien les coordonnées de H. Donc H € A.
Comme A 1 (ABC), le point H, intersection de A et du plan (ABC'), est le projeté
orthogonal de D sur (ABC).

’H est le projeté orthogonal de D sur (ABC). ‘

(5) On rappelle que le volume d’un tétraedre est donné par V = %Bh, ou B est l'aire d'une
base du tétraedre et h est sa hauteur relative & cette base.

i. Montrer que DH = ¥

Solution : On calcule

2 4 4 2 2
B nr-p- (-2azs o2 B} (02, 7).

3¢ 3%8
Donc
2 2 2
4 2 2 16 4 4 24 8
DH =/ (= - ) =Vaststa=VT =V=
\/(3>+<3)+<3> 9 f9" 9 9 \/;
Or
ﬁ_@
37 3
Ainsi
2
DH:%E.

ii. En déduire le volume du tétraédre ABCD.

Solution : On prend pour base le triangle ABC.
Comme le triangle ABC' est rectangle en A,

1
Aapc = 5 x AB x AC.

Calculons les longueurs :

AB= (2P + 2 +52=V30, AC=(-1P+(-22+0=V5

Donc

1 1 5v6
AABC=§\/%\/5=§\/15 = \2/—

La hauteur relative a la base ABC est DH = ¥
Alnsi,
1 5/6 26 1 5x6 10
V==-x X — = = X =—.
3 2 3 3 3 3
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Donc

10
Vapcp = 3|

(6) On consideére la droite d de représentation paramétrique

r=1-2k
y = —3k ou k € R.
z=14+k

La droite d et le plan (ABC) sont-ils sécants ou paralleles ?

Solution : La droite d a pour vecteur directeur
U= (-2;-3;1).
Le plan (ABC) a pour vecteur normal
n=(2;-1;1).
On calcule :
B-7=2x(-2)+(-1)x(=3)+1x1=-4+3+1=0.

Donc la droite d est paralléle au plan (ABC') ou contenue dans ce plan.

Pour savoir si elle est contenue dans le plan, on teste un point de d, par exemple pour
k=0:
M(1;051).

On remplace dans I’équation du plan :
2x1-04+14+1=4#0.

Donc M ¢ (ABC).
La droite d n’est donc pas contenue dans le plan, elle est seulement parallcle a celui-ci.

‘La droite d et le plan (ABC') sont paralléles.
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