Probabilités

Propriétés

Bloc 1 Formule des probabilités totales

Soit (Aj, Ag, ..., A,) une partition d’un univers 2 et B un événement de 2.
Alors :
P(B)=P(A1NB)+P(A2NB)+---+ P(A,NB)

ou encore :
n

P(B)=> P(A;NB)

=1
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Bloc Fvénements indépendants

Deux événements A et B sont indépendants si :
P(ANB)=P(A) x P(B)

De maniére équivalente, lorsque P(A) > 0 :

L’information n A est réalisé z ne modifie donc pas la probabilité de B.
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Bloc 3 Loi de Bernoulli

Soit, X une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de parameétre p. On note :
X ~ B(p)

Alors X prend deux valeurs : 0 et 1, avec P(X = 1) = p.

EX)=p VX)=p(l-p) oX)=+p(l-p)

Bloc 4 Loi binomiale

Soit, X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parametres n et p. On note :

p
&

X ~ B(n;p)
Pour tout entier k compris entre 0 et n :

n

Pex =1 = () -prt

De plus :
EX)=np V(X)=np(1-p) o(X)=+/np(l-p)

-
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Bloc 5 Intervalle de fluctuation

Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale et soit a €]0; 1[.
Un intervalle [a;b] tel que :
Pa<X<b)>1—-a«

\est appelé intervalle de fluctuation au seuil 1 — «, ou au risque «, associé a X.

N




Espérance et variance

Bloc 6 Propriétés de ’espérance et de la variance

Soient X et Y deux variables aléatoires sur un méme univers fini et a un nombre réel.
E(X+Y)=EX)+ E(Y) E(aX)=aE(X)
Si X et Y sont indépendantes :
V(X4+Y)=V(X)+V(Y)
Enfin :

L V(aX) = a*V(X) o(aX) = |a|o(X) y

Bloc 7 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire d’espérance E(X) = p et de variance V(X) = V.
Pour tout réel strictement positif 9 :

P(IX —pl > 6) <

Bl <

Autrement dit :

|4
P(X ¢lp—d;p+6[) < 5
N 4

Bloc 8 Inégalité de concentration

Soit (X7, Xs,...,X,) un échantillon de variables aléatoires d’espérance u et de variance V. On pose :

X1+ X+ + X,
n

M, =

La variable M, est la moyenne de cet échantillon. Pour tout réel strictement positif ¢ :

\%
P(|My, — p| 2 8) < 702
\ i J
Bloc 9 Loi faible des grands nombres
Soit (X7, Xa,...,X,) un échantillon de variables aléatoires d’espérance p. On pose :

X1+ Xo+--+ X,
n

M, =

Pour tout réel strictement positif § fixé :

lim P(|M, —pu|>6)=0

n—-+oo

Lorsque la taille de I’échantillon augmente, la moyenne observée se rapproche de 1’espérance.

-




A retenir

Synthése

— La formule des probabilités totales permet de décomposer un événement selon plusieurs cas.
— Deux événements indépendants vérifient P(AN B) = P(A)P(B).
— Une loi de Bernoulli modélise une expérience a deux issues : succes ou échec.

— Une loi binomiale compte le nombre de succes dans n répétitions indépendantes d’'une méme
expérience de Bernoulli.

— L’espérance mesure la moyenne théorique ; la variance et 1’écart-type mesurent la dispersion.

L Les inégalités de concentration justifient la stabilisation autour de la moyenne.




Exemples et applications

Exemple 1 Probabilités totales

Une usine posséde deux machines A et B. La machine A fabrique 60% des piéces et la machine B
fabrique 40% des piéces. On sait que 2% des piéces issues de A sont défectueuses et 5% des picces
issues de B sont défectueuses.
Calculer la probabilité qu'une piéce soit défectueuse.
Solution :

P(D)=P(ANnD)+ P(BND)

P(D) = 0,60 x 0,02 4+ 0,40 x 0,05 = 0,012 + 0,020 = 0,032
\La probabilité cherchée est donc 0,032, soit 3,2%.
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Exemple 2 Indépendance

On donne P(A) =04, P(B) =0,3 et P(ANB) =0,12.
Les événements A et B sont-ils indépendants ?
Solution :

P(A) x P(B) =0,4x0,3=0,12
\Comme P(ANB)= P(A)P(B), les événements A et B sont indépendants.

g

Exemple 3 Loi de Bernoulli

On lance une piéce truquée donnant pile avec une probabilité p = 0,7. On note X = 1 si 'on obtient
pile et X = 0 sinon.
Solution :

X ~ B(0,7)

L BE(X)=07 V(X)=0,7x03=0.21
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Exemple 4 Loi binomiale

On répete 10 fois de maniere indépendante une expérience dont la probabilité de succes est 0,2. On
note X le nombre de succes.
Calculer P(X = 3).
Solution :
X ~ B(10;0,2)

P(X =3)= (130) (0,2)3(0,8)7
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Exemple 5 Espérance d’une loi binomiale

Soit X ~ B(50;0,12).
Calculer E(X) et V(X).
Solution :

E(X)=np=50x0,12=6
V(X) =np(l —p) =50 x 0,12 x 0,88 = 5,28

f
A




Exemple 6 Piege classique

Si deux événements A et B sont incompatibles, alors :
ANB=g

mais cela ne signifie pas forcément qu’ils sont indépendants.
En effet, si P(A) > 0et P(B)>0:

P(ANB)=0 alors que P(A)P(B) >0

Ils ne sont donc pas indépendants.




