EVALUATION DS 3 (1) de MATHEMATIQUES (2
heures) TERM SPE2025

| La calculatrice est AUTORISEE |

Nom et prénom:

Exercicel(4pts)

(a) On considere la suite définie par récurrence:

Ug = 11
Upy1 = 0,4u, + 6
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n,

8L u, <12

Solution:

On doit donc montrer que la suite (u,) est bornée avec 8 pour minorant
et 12 pour majorant.

Soit P,, la proposition "8 < u,, < 12".

INITTALISATION

Py 78 <up <127 est vrai car ug = 11.

HEREDITE
Supposons P,, vraie pour une valeur donnée de n.

On a donc 8 < u,, < 12,

soit 3,2 < 0,4u,, < 4,8

( en multipliant les trois membres de I'inégalité par 0,4)
soit 9,2 < 0,4u,, + 6 < 10,8.

(En ajoutant aux trois membres de l'inégalité le nombre 6)
On remarque alors que 8 < 9,2 < 0.4u,, +6 < 10,8 < 12
Soit par transitivité 8 < 0,4u,, + 6 < 12,

(Remarque: la propriété de transitivité dit que si a < b et b < ¢ alors
a<c).

Soit 8 < U,y < 12 par définition de la suite (uy,)

On en conclut que P, est vraie.

CONCLUSION
D’apres le principe de la récurrence, P,, est vraie pour tout entier naturel
n.
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Nom et prénom:

(b) On consideére la suite définie par récurrence:

Ug = —2
Unt+1 = 0,4u,—3,7

Montrer par récurrence que la suite (u,,) est décroissante .

Solution:
Pour montrer qu'une suite (u,) est décroissante il suffit de montrer
que pour tout entier naturel n, u, 1 < uy,.

"

Soit P,, la proposition "u,,1 < u,".

INITTIALISATION
PO Uy < Ugp.
On connait ug = —2, calculons u:

up = 0,4 x —2-3,7=—4,5.
On a donc u; < ug: Pg est donc vraie.

HEREDITE

Supposons P,, vraie pour une valeur donnée de n.

On a donc pour cette valeur de n:

Upy1 < Uy

Soit 0,4 X t,41—3,7 < 0,4 X u,—3,7 (Inégalité 1)

(En multipliant par 0,4 puis en ajoutant —3,7)

Par définition de la suite wu,,, up11 = 0,4u,—3,7 et donc u, o = 0,4u,1—3,7
Par conséquent I'inégalité 1 peut s’écrire: w10 < Upy.

Cette inégalité correpond a la proposition P, .

P,.1 est donc vraie.

CONCLUSION
D’apres le principe de la récurrence, P,, est vraie pour tout entier naturel
n donc la suite (u,) est décroissante .

Exercice2(5pts)
Calculer chacune des limites suivantes (justification nécéssaire)

()

lim 4n® — 3n

n—-+o0o

Solution:

4An? — 3n = n? (43)
n

donc lim 4n? —3n = (+00) x 4 = +00
n—r+00
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Nom et prénom:

. n?—3n+3

Solution:

3

2 1__

n2—3n+3_n( n
3« =

n3 —8n+4 n3<1—§

02

2 _
lim M:()xl:
n—toon3 —8n + 4

(© lim 8n2+3n+5
n—too —4n? 4+ 5n — 1

Solution:

8n? +3n+5 :TL_QX 8+_+ﬁ St
—4n?24+5n—1 n?
82 +3n+5 8

lim =— =-2
n——+oo —4n?2 +5n—1 —4

(d) Apres avoir rappelé la regle permettant le calcul de lim ¢",

n—-+o0o
calculer lim (8" —12")
n—+00

Solution:
e 5ig>1alors lim ¢" =400
n—-+4oo

eSi—1<g<lalors lim ¢" =0

n——+00

n—-+0o
minée. On va factoriser pour lever 'indétermination.

n

8
On obtient: lim & — 12" = lim 12" x [ — —1

n—+00 n——+o00 12n
li " 5
= lim,, 1 12" X {(E) — 1}
= (4o00) x (0—1) = —00

. 8 s o1 8 n_
Car1010<ﬁ<1doun2r+noo(ﬁ) =0

On a alors lim 8" — 12" = "(400) — (+00)” donc une forme indéter-

Exercice3(4pts)
Question de cours: suites arithmétiques.

(a) Soit (u,) la suite arithmétique de premier terme us = 2 et de raison = —6.

Donner 'expression explicite de u,,.
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Nom et prénom:

Solution: u, =3 — 6(n — 5)

(b)
Soit (u,) la suite dont l'expression explicite
est u, = = + 9(n + 1). Montrer que (u,) est une suite arithmétique dont
on donnera le premier terme ug et la raison r.

Solution:

Pour identifier une suite arithmétique de premier terme ug et de raison
r, on doit reconnaitre la forme u, = ug+n X r

On a en développant et en simplifiant:

Uy == 4+9n+9 x 1

Uy = g + 9n.

Soitun:§+n><9

(uy,) est la suite arithmétique de premier terme ug = % et deraisonr = 9.
Remarque: on ne doit pas se contenter de calculer ug ou u; pour vérifier
la formule w,, = ug +7r X n.

(c) Soit (u,) la suite arithmétique de premier terme ug = I et de raison r = —9.
Calculer S = ug + uy + ... + us3.

Solution:

Rappel de cours (premiére):
1

14+243+..+n= %

SZUO+U1+...+U23
S=(up+0xr)+(up+1xr)+..+ (u+23xr)
(On a (23 4 1) termes entre parentheses)
S=ux(23+1)+0+1+...4+23) xr

23 x (2341
Szgx(23+1)+#x(—9):—2442

(d)
Soit (u,,) la suite dont I’expression explicite pour n > 23
est u, = =32 + 7n. Montrer que (u,) est une suite arithmétique de premier
terme w93 = % et de raison r = 7.

Solution:

Pour identifier une suite arithmétique de premier terme us3 et de raison
r, on doit reconnaitre la forme w,, = us3 + r X (n — 23)

On a en développant et en simplifiant: g +7(n—23) = % +7Tn = u,.
(uy,) est donc bien une suite arithmétique de premier terme usg = % et
de raison r = 7.
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Nom et prénom:

Exercice4(3pts)
Question de cours: suites géométriques.

il

(a) Soit (v,) la suite géométrique de premier terme vy = 3 et de raison q =

Donner I'expression explicite de v,.

Solution: v, = % sz (%)n74

(b) Soit (w,) la suite définie pour n > 5 par la formule explicite:

wy =% % (3)""

Montrer que (w,,) est une suite géométrique de premier terme ws = g et de

raison %

Solution:

5, on doit identifier I'écriture suivante: w, = ws x (3)"°

On a alors

w = x (3"

N |—

q:

Pour identifier une suite géométrique de premier terme ws et de raison

=2 X (1) = B (1) x (1) car (1) x (3" = ()"

(wy,) est donc la suite géométrique de premier terme ws = § et de raison

(c) Soit (v,) la suite géométrique de premier terme vy = 2 et de raison ¢ = 2.
Calculer S = vg+v; +... + vg (On donnera une valeur approchée a 0.01 pres.

Solution:

Rappel de cours (premiére):
. w1

l+q' + @+ +qr=— T
lL—gq

Chaque terme de la suite (v,) se calcule par la formule explicite:

Up =g X ¢" =2 X (%)".

S=vg+v1+...+vs=1v9x1+vgXqg+..+vyxg
S=vox (14+q+¢+..+7
1_(3)8-&-1

Exercice5(6pts)
(Récurrence)

DS TERM SPE 2025 Page 5/ 7

(1 pts)

(1 pts)

(1 pts)



Nom et prénom:

Soit (uy,) la suite définie par ug =4 et pour tout n € N, u,1 = /u, + 2.

(a) Montrer par récurrence que pour tout n € N, 0 < u,, < 4.

Solution: Soit P, la proposition "0 < u,, < 4"

Initialisation:

ug = 4 donc 0 < ug < 4.

D’ou Py vraie.

Hérédité:

Supposons P, est vraie pour un entier n donné.

0<u, <4=0+2<u,+2<4+2

= V2 < Vu, +2 < V6

= V2 < tnp1 < V6.

Comme 0 < v2 et v6 < 4, ona 0 < Upt1 < 4, c’est a dire P, est
vraie.

Conclusion:

D’apres le principe de récurrence, P,, est vraie pour tout n entier naturel.

(b) Montrer par récurrence que (u,) est décroissante.

()

Solution: Soit P, la proposition "u, 1 < u,".

Initialisation:

up = 4 et u; = v/4 < 5 donc u; < up. En conséquence Py est vraie.
Hérédité:

Supposons P, vraie pour un entier n donné.

On a donc Up4+1 < Up = Upg1 + 2 < Uy + 2.

D’apres la question précédente u, 1 et u, sont positifs donc u, 1 + 2 et
U, + 2 le sont également.

De plus la fonction racine est strictement croissante d’ou

Par définition de u,, tpio = VUuni1 + 2 €t Upr1 = Vg, + 2

d’oll Upt2 < Upg1.

P, 11 est donc vraie.

Conclusion:

D’apres le principe de récurrence, P, est vraie pour tout n entier naturel.

En déduire que la suite (u,) est convergente.

Solution:
La suite (u,) est minorée par 0 d’apres (a) et elle est décroissante.
D’apres le cours (u,) est convergente.

Exercice6(8pts)

Démontrer par récurrence que pour tout n € N, 14+2+3+ ...+ n =
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Nom et prénom:

Solution:
Pour tout entier n > 0, posons P(n) la proposition P(n) : 1+2+3+...4n =
n(n+ 1)

5
Initialisatilmil )

+

Py 1 D
Hérédité
Supposons que P(n) : 1+2+3+...+n=
donnée de n. .
14243+...+n= %

n
=1+243+ . +ntn+1)=5xn+1)+1x(n+1)

est vraie.

n(n+1)

5 est vraie pour une valeur

n(n+1)

= 14243+ +n+(n+1) = ——

+(n+1)

= 14+2434+...+n+(n+1) = (g + 1) (n+1) en factorisant par (n+1)

42
S 14243+ +n+n+1)=""2"(n+1)
n+1)(n+2
:>1+2+3+...+n+(n+1)%

Donc P(n + 1) vraie.
Conclusion
D’apres le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout entier n > 1.

Question: 1 2 3 4 5 6 Total
Points: 4 5 4 3 6 8 30

Score:

Fin du devoir.
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